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摘 要：利用分解法研究Neumann边界条件下障碍物反散射问题和腔体反散射问题 . 该方法利用近场测量数据

可以同时处理障碍物反散射问题和腔体反散射问题，而不需要对测量面和散射体之间的距离做任何渐近假设 . 首

先给出两个反散射问题的数学模型，以及利用双层势能算子的跳跃关系和格林公式给出双层势能算子的相关估

计结果 . 其次通过定义算子分别研究障碍物和腔体近场算子的分解情况 . 最后构造障碍物和腔体在Neumann边界

条件下的成像函数 .
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The factorization method for the inverse scattering problem
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Abstract： The inverse scattering problem for obstacles and cavities with Neumann boundary condi‐

tions is studied by using the factorization method. The data from near-field measurements is used to 

deal with both inverse scattering for obstacles and cavities without making any asymptotic assumption 

about the distance between the measured surface and the scatterers. Firstly， mathematical model for the 

inverse scattering problem is given， and the results of the estimation of the double-layer operator are 

given by using the jump relation of the double-layer potential and Green's formula. Secondly， the de‐

composition of the near-field operators of obstacles and cavities is studied separately. Finally， the imag‐

ing function of obstacles and cavities under Neumann boundary conditions is constructed.

Key words： inverse scattering； near-field measurements； the factorization method

反散射问题在地球物理勘探、医学成像、无损检测等领域中有着重要作用 .重构散射体形状是反散射

问题的研究热点之一（Leem et al.，2018；Cakoni et al.，2019；Haddar et al.，2020；Zhang et al.，2020），包括

Dirichlet边界条件、阻抗边界条件和混合型边界条件下确定腔体的位置、形状及其物理性质（Qin et al.，

2012a，2012b；Hu et al.，2014）， Dirichlet边界条件或阻抗边界条件下障碍物的成像问题（Chen et al.，2013），

非均匀介质下散射体的成像问题等（Ito et al.，2012）. 对于不同情况下的散射体形状重构，可使用不同的采
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样方法，而经典的采样方法包括线性采样法（Colton et al.，1996）和分解法（Kirsch，1998，1999），近年来也

提出了其它一些采样方法，如正交采样方法（Harris et al.，2020）、直接采样方法（Ito et al.，2012）、反向时

间迁移法（Chen et al.，2013）等 .

但在已有的研究中，国内外学者大多是只单独研究障碍物反散射或腔体反散射，很少统一研究障碍

物反散射和腔体反散射，而 Liu et al.（2022）则将这两个问题统一在一个框架下研究 .受 Liu et al.（2022）的

启发，本文利用分解法研究Neumann边界条件下障碍物的反散射问题和腔体的反散射问题，该方法不需

要对测量面和散射体之间的距离作出任何渐近假设 .

1 反散射问题和双层势能算子估计

1. 1　数学模型

本文考虑两个经典反散射问题：障碍物的反散射问题和腔体反散射问题 . 令波数 k > 0，点源φ ( x，y )
在 y处具有以下形式：

φ ( x，y ) = i
4 H 10 (k | x - y | )，      x ≠ y，

其中H 10 是第一类零阶的Hankel函数（Colton et al.，2013）.

令Ω ⊂ R2是一个有界开区域，并且边界 ∂Ω属于C2，本文将区域Ω称为障碍物 . 在Neumann边界条件

下障碍物的散射问题就是去求散射场us (⋅，y ) 使得

ì

í

î

ï

ïï
ï
ï

ï

ï
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Δus + k2us = 0，        在R2 \Ω̄内，
∂us
∂ν = - ∂φ

∂ν，             在∂Ω上，    
lim
r → ∞ r ( )∂us

∂ν - ikus = 0，
其中 ν表示 ∂Ω的单位向外的法向量 . 令 ∂B ≔ { x |  | x | = r0， r0 > 0 }是测量表面且B ≔ { x |  | x | < r0，r0 > 0 }包
含障碍物Ω，有关说明请参见图1. 则反问题是根据以下近场测量数据去确定∂Ω：

{ us ( x，y ) |  x，y ∈ ∂B } .
这个反问题具有唯一解（Colton et al.，

2013）.

令D ⊂ R2 是一个连通的有界开区域，并

且边界 ∂D属于 C2，本文将区域 D称为腔体 . 

在 Neumann 边界条件下腔体的散射问题就是

去求散射场us (⋅，y ) 使得

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

Δus + k2us = 0，           在D内，
∂us
∂ν = - ∂φ

∂ν，               在∂D上，

其中ν表示∂D的单位向外的法向量 . 如果 k2不是区域D内-Δ的特征值，那么这个问题是适定的（Qin et al.，

2012a，2012b）.令 ∂C ≔ { x |  | x | = ri，ri > 0 }是测量表面且C ≔ { x |  | x | < ri，ri > 0 }在D的内部，有关说明请

参见图1. 则反问题是根据以下近场测量结果去确定∂D：
{ |us ( x，y )  x，y ∈ ∂C } .

在腔体的反散射问题中，若假设 k2 在区域D和 C中不是-Δ 的特征值，则这个问题有唯一解（Qin et 

al.，2012a，2012b）.

1. 2　双层势能算子的估计

假设 k2不是区域Ω或D内-Δ的特征值，令Γ是边界∂Ω或∂D，定义算子TΓ：H 1 2 ( Γ ) → H-1 2 ( Γ )：
TΓg = h， （1）

其中对任意的g ∈ H 1 2 ( Γ )，h ∈ H-1 2 ( Γ )是
g ( x ) = ∂

∂ν ( x ) ∫Γ
h ( y ) ∂- -- ----- --φ ( x，y )

∂ν ( y ) ds ( y )，    x ∈ Γ （2）

图１　障碍物的反散射和腔体的反散射􀆟Ω
Fig. 1　Inverse scattering for obstacles and cavities
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的唯一解（McLean，2000；Kirsch et al.，2007；Cakoni et al.，2014）.

引理1   Γ是边界∂Ω或∂D，对于任意g ∈ H 1 2 ( Γ )，有
|
| TΓg， g Γ

|
| ≥ co g 2

H 1 2 (Γ) .
其中 ⋅，⋅ 代表H-1 2 ( Γ )和H 1 2 ( Γ )之间的对偶积 .

证明   本文仅证明Γ = ∂Ω的情况，对于Γ = ∂D可类似证明 .

首先证明 

-Im TΓg， g Γ < 0，  ∀g ≠ 0. （3）

令w ( x ) = ∫∂Ω
h ( y ) ∂- -- -- ----- --φ ( x，y )

∂ν ( y ) ds ( y )，x ∈ R2 \∂Ω. 对于 x ∈ ∂Ω，由双层势能算子的跳跃关系，有 h = w+ -
w-，g = ∂w

∂ν . 在本文中，下标（±）分别表示来自外部（+）和内部（-）的极限 .

令BR ≔ { x |  | x | < R }包括障碍物Ω，可得

-Im TΓg， g Γ = Im - -- ----- --
h， g Γ = Im w̄+ - w̄-， ∂w̄∂ν Γ

= Im ( )∫
|| x = R

∂w
∂ν w̄ds - ∫

|| x < R
( || ∇w 2 - k2 || w 2 )dx

= Im ∫
|| x = R

∂w
∂ν w̄ds .

假设-Im TΓg，g Γ = Im ∫
|| x = R

∂w
∂ν w̄ds ≥ 0. 由于 w̄是Helmholtz方程在R2 \B̄R中的辐射解，由Colton et al.

（2013）可知在R2 \B̄R中 w̄ = 0. 然后利用解的唯一延拓性，可知在R2 \Ω̄中 w̄ = 0，因此 |w̄ ∂Ω = 0. 又由于w满

足Helmholtz方程且假设 k2不是区域Ω内-Δ的特征值，所以在Ω中w = 0.

在R2 \Ω̄中 w̄ = 0，由双层势能算子的跳跃关系可知 h = 0，故 g = 0与假设矛盾 . 所以式（3）得证 . 其次

TΓ是严格强制自伴随算子和紧算子的和，根据Colton et al.（2013）的结果可得出结论
|
| TΓg， g Γ

|
| ≥ co g 2

H 1 2 (Γ) .
2 障碍物反散射问题

2. 1　近场算子及其分解

引入近场算子N：L2 (∂B ) → L2 (∂B ) 为
(Ng ) ( x ) ≔ ∫∂B

us ( x，y )g ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂B.
定义算子H：H-1 2 (∂Ω) → L2 (∂B ) 为

(Hg ) ( x ) ≔ ∂
∂ν ( x ) ∫∂Ω

- -- ----- --φ ( x，y )g ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂B，
它的伴随算子H ∗：L2 (∂B ) → H 1 2 (∂Ω) 为

(H ∗h ) ( x ) ≔ ∫∂B
∂φ ( x，y )

∂ν ( y ) h ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂Ω.
定义算子K：H-1 2 (∂Ω) → H 1 2 (∂Ω) 为

(Kη ) ( x ) ≔ ∂η
∂ν ( x ) .

对于复Banach空间中的任意函数，定义共轭算子R：Rg = ḡ.

定理1   近场算子有如下分解情况：
N = -K-1RHT∂ΩKRH ∗，

其中T∂Ω：H 1 2 (∂Ω) → H-1 2 (∂Ω) 由式（1）~（2）定义 .
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证明   设 x ∈ R2 \Ω̄，则w ( x ) ≔ ∫∂B
us ( x，y )g ( y )ds ( y ). 于是由H ∗的定义和叠加原理可得

Δw + k2w = 0， 在R2 \Ω̄内，
∂w

∂ν ( x ) = -H ∗g， 在∂Ω上，

w满足Somerfeld辐射条件，接下来去求未知密度 ξ ∈ H-1 2 (∂Ω)，使得

w ( x ) = ∫∂Ω
φ ( x，y ) ξ ( y )ds ( y ).

因为w在边界∂Ω上，所以有

∫∂Ω
∂φ ( x，y )

∂ν ( y ) ξ ( y )ds ( y ) = -H ∗g，       在∂Ω上 .

取上述方程的共轭值，得

∫∂Ω

- -- -- -- -- -- ----- -- -- --∂φ ( x，y )
∂ν ( y ) ξ ( y ) ds ( y ) = -- -------

H ∗g，       在∂Ω上 .

由算子K的定义有

K (∫∂Ω

- -- -- -- -- -- ----- -- -- --∂φ ( x，y )
∂ν ( y ) ξ ( y ) ds ( y ) ) = ∂

∂ν ( x ) ∫∂Ω

- -- -- -- -- -- ----- -- -- --∂φ ( x，y )
∂ν ( y ) ξ ( y ) ds ( y ) = -K ( - -------

H ∗g )，      在∂Ω上.
根据T∂Ω的定义，ξ̄ = T∂Ω (-K - -------

H ∗g ) = T∂Ω (-KRH ∗g ).
因此对于任意 x ∈ ∂B，有

(KNg ) ( x ) = Kw ( x ) = R ------Kw = RK ∫∂Ω
- -- -- -- -- ----- -- -- --φ ( x，y ) ξ ( y ) ds ( y )

= RK ∫∂Ω
- -- -- ----- --φ ( x，y ) (T∂Ω (-KRH ∗g ) )ds ( y )

= R ∂
∂ν ( x ) ∫∂Ω

- -- -- ----- --φ ( x，y ) (T∂Ω (-KRH ∗g ) )ds ( y )
= RHT∂Ω (-KRH ∗g )，

所以N = -K-1RHT∂ΩKRH ∗得证 .

2. 2　成像函数

定义成像函数 Iobstacle：

Iobstacle ( z ) ≔ |
| KNϕz，K

-ϕz ∂B
|
|，

其中 ⋅，⋅ 代表L2 (∂B ) 中的内积 . ϕz由以下定义

ϕz ( y ) ≔ ∑
n = -M

M 4
i || y π(1 + δon )

Jn (k || z )
H (1)
n (k || y ) cos (nθyz )，      y ∈ ∂B， （4）

其中M是1个正整数，θxy表示任意 x，y ∈ R2之间的夹角 . 另外定义式（4）无限级数的情况：

ϕz，∞ ( y ) ≔ ∑
n = -∞

∞ 4
i || y π(1 + δ0n )

Jn (k || z )
H (1)
n (k || y ) cos (nθyz )，      y ∈ ∂B.

注：函数 ϕz，∞ 是收敛的 . H (1)
n (k | y | ) = H (1)

n (kr0 ) ≠ 0，ϕz ( y ) 有定义 . 令M → +∞，可从 Hankel 函数和

Bessel函数的渐近性得到：

H (1)
n (kr0 ) ~ 2n (n - 1)！

πi(kr0 )n ，      Jn (k | z | ) ~ k || z n

2nn！，      n >> 1.
由此可推出

Jn (k || z )
H (1)
n (k || y )  ~ k || z nπi(kr0 )n

2nn！2n (n - 1)！，

因此ϕz，∞对于有界采样区域内的采样点 z是收敛的 .
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定理2   H ∗ϕz ( x ) 和H ∗ϕz，∞ ( x ) 的显性表达式如下：

(H ∗ϕz ) ( x ) = ∑
n = -M

M ∂Jn (k || x )
∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz )，      x ∈ ∂Ω， （5）

(H ∗ϕz，∞ ) ( x ) = ∑
n = -∞

∞ ∂Jn (k || x )
∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz ) = ∂J0 (k || x - z )

∂ν ，      x ∈ ∂Ω. （6）

证明   首先证明式（5）. 从Colton et al.（2013）可知

φ ( x，y ) = i
4 H 10 (k | x - y | ) = i

4 ∑
n = -∞

∞
H (1)
n (k | y | )Jn (k | x | ) cos (nθxy )，      x ∈ ∂Ω，   y ∈ ∂B.

由算子H ∗和ϕz ( x ) 的定义，有

(H ∗ϕz ) ( x ) = ∫∂B
∂φ ( x，y )

∂ν ϕz ( y )ds ( y )

= r0∫-π

π ∂( )i
4 ∑

n = -∞

∞
H (1)
n (k || r0 )Jn (k || x ) cos (nθxy )

∂ν × ( ∑
m = -M

M 4
ir0 (1 + δ0m )π

Jm (k || z )
H (1)
m (k || r0 ) cos (mθyz ))dθy

= ∑
n = -M

M ∂Jn (k || x )
∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz )，

其中在最后一步时，利用了三角函数系的正交性

    ∫-π

π cos (nθxy ) cos (mθyz )dθy
= ∫-π

π (cos (nθx ) cos (nθy ) + sin (nθx ) sin (nθy )) ( )cos (mθz ) cos (mθy ) + sin (mθz ) sin (mθy ) dθy
= π(1 + δ0n )δmn[cos (nθx ) cos (nθz ) + sin (nθx ) sin (nθz )π]
= π(1 + δ0n )δmn cos (nθxz ).

令M → +∞，利用Bessel函数的渐近展开（Colton，2013）可证明

(H ∗ϕz，∞ ) ( x ) = ∑
n = -∞

∞ ∂Jn (k || x )
∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz )，      x ∈ ∂Ω，

并且在有界采样区域内 x和 z的收敛是一致的 .

H (1)0 (k | x - z | ) = ∑
n = -∞

∞
H (1)
n (k | z | )Jn (k | x | ) cos (nθzx )，

取上述方程的实部得

∑
n = -∞

∞
Jn (k | x | )Jn (k | z | ) cos (nθxz ) = J0 (k | x - z | )，      x ∈ ∂Ω.

因此式（6）得证 .

定理3   z是R2中的一个采样点，存在与 z无关的正常数 c′1、c″1、c′2、c″2，使得

c′1 KH ∗ϕz H 1 2 (∂Ω) ≤ | Iobstacle ( z ) | ≤ c′2 KH ∗ϕz H 1 2 (∂Ω)， （7）

c″1 KH ∗ϕz，∞ H 1 2 (∂Ω) ≤ | Iobstacle ( z ) | ≤ c″2 KH ∗ϕz，∞ H 1 2 (∂Ω). （8）

证明   根据N的分解，有

- KNϕz，K
-ϕz ∂B = RHT∂ΩKRH ∗ϕz，K

-ϕz ∂B = - -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- --
HT∂ΩKRH ∗ϕz，Kϕz ∂B

= - -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- --
T∂ΩKRH ∗ϕz，H ∗Kϕz ∂Ω = - -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- --

T∂ΩKRH ∗ϕz，KH ∗ϕz ∂Ω.
根据定理2可知，H ∗ϕz ( x ) 在H 1 2 (∂Ω) 中是一个实值函数，因此

| Iobstacle ( z ) | = | T∂ΩKH ∗ϕz，KH ∗ϕz |.
由引理1可得

| Iobstacle ( z ) | = | T∂ΩKH ∗ϕz，KH ∗ϕz | ≥ c′1 KH ∗ϕz H 1 2 (∂Ω).
因为 T∂Ω 是有界的，故 | Iobstacle ( z ) | ≤ c′2 KH ∗ϕz H 1 2 (∂Ω). 因此式（7）得证 . 使用完全相同的方法，用ϕz，∞ 代替ϕz

时，式（8）也成立 .
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3 腔体反散射问题

3. 1　近场算子及其分解

引入近场算子N∂C：L2 (∂C ) → L2 (∂C )
(N∂C g ) ( x ) ≔ ∫∂C

us ( x，y )g ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂C.
定义算子S：H-1 2 (∂D ) → L2 (∂C )

(Sg ) ( x ) ≔ ∂
∂ν ( x ) ∫∂D

- -- -- ----- --φ ( x，y ) g ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂C，
它的伴随算子S∗：L2 (∂C ) → H 1 2 (∂D ) 为

(S∗h ) ( x ) ≔ ∫∂C
∂φ ( x，y )

∂ν ( y ) h ( y )ds ( y )，    x ∈ ∂D.
定理4   近场算子有如下分解情况：

N∂C = -K-1ST∂DKS∗  ，
其中T∂D ：H 1 2 (∂D ) → H-1 2 (∂D ) 由式（1）~（2）定义 .

证明   该定理的证明方法和定理 1类似 .设 x ∈ D，有 w ( x ) ≔ ∫∂C
us ( x，y )g ( y )ds ( y ). 则由 S∗ 的定义和叠

加原理可得

Δw + k2w = 0， 在D内，
∂w

∂ν ( x ) = -S∗g， 在∂D上 .

接下来去求未知密度 ξ ∈ H-1 2 (∂D )，使得

w ( x ) = ∫∂D
- -- -- ----- --φ ( x，y ) ξ ( y )ds ( y ).

因为w在边界∂D上，有

∫∂D
∂- -- -- ----- --φ ( x，y )

∂ν ( y ) ξ ( y )ds ( y ) = -S∗g， 在∂D上 .

根据T∂D的定义，有 ξ = T∂D (-KS∗g ). 因此对于任意 x ∈ ∂C，有

(KN∂C g ) ( x ) = Kw ( x ) = K ∫∂D
- -- -- ----- --φ ( x，y ) ξ ( y )ds ( y ) = K ∫∂D

- -- -- ----- --φ ( x，y ) T∂D (-KS∗g )ds ( y ) = -ST∂DKS∗g，

所以N∂C = -K-1ST∂ΩKS∗得证 .

3. 2　成像函数

定义成像函数 Icavity：

Icavity ( z ) ≔ |
| KN∂Cψz，Kψz ∂C

|
|，

其中 ⋅，⋅ 代表L2 (∂C ) 中的内积 . ψz由以下定义

ψz ( y ) ≔ ∑
n = -Μ

Μ 4
i || y π(1 + δ0n )

Jn (k || z )
Jn (k || y ) cos (nθyz )，      y ∈ ∂C， （9）

其中Μ是一个正整数，k2不是区域C内-Δ的特征值，因此 Jn (k | y | ) = Jn (kri ) ≠ 0，式（9）有定义 .

定理5   存在与 z无关的正常数 c1，c2，使得

c1 KS∗ψz H 1 2 (∂D ) ≤ | Icavity ( z ) | ≤ c2 KS∗ψz H 1 2 (∂D ) . （10）

证明   根据N∂C的分解，有

- KN∂Cψz，Kψz ∂C = ST∂DKS∗ψz，Kψz ∂C = T∂DKS∗ψz，S∗Kψz ∂D = T∂DKS∗ψz，KS∗ψz ∂D .

由引理1可得

| Icavity ( z ) | = | T∂DKS∗ψz，KS∗ψz | ≥ c1 KS∗ψz H 1 2 (∂D ) .
因为T∂D是有界的，所以| Icavity ( z ) | ≤ c2 KS∗ψz H 1 2 (∂D ) . 因此式（10）得证 .
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定理6   S∗ψz ( x ) 的显性表达式如下：

(S∗ψz ) ( x ) = ∑
n = -Μ

Μ ∂H (1)
n (k || x )

∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz )，      x ∈ ∂D . （11）

证明   从Colton et al.（2013）可知

φ ( x，y ) = i
4 H 10 (k | x - y | ) = i

4 ∑
n = -∞

∞
H (1)
n (k | x | )Jn (k | y | ) cos (nθxy )，      x ∈ ∂D，   y ∈ ∂C.

由算子S∗和ψz ( x ) 的定义有

(S∗ψz ) ( x ) = ∫∂C
∂φ ( x，y )

∂ν ψz ( y )ds ( y )

= ri∫-π

π ∂( )i
4 ∑

n = -∞

∞
H (1)
n (k || x )Jn (kri ) cos (nθxy )

∂ν × ( ∑
m = -Μ

Μ 4
iri (1 + δ0m )π

Jm (k || z )
Jm (kri ) cos (mθyz ))dθy

= ∑
n = -Μ

Μ ∂H (1)
n (k || x )

∂ν Jn (k | z | ) cos (nθxz ).
因此式（11）得证 .
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